Cadre : K est un corps, E est un K-espace vectoriel de dimension n € N*
et B=(eq,...,e,) une base de E.

I Formes multilinéaires et déterminant

1) Formes multilinéaires

Définition 1. Soient Ey,..., E, et F' des K-espaces vectoriels. Une ap-
plication f : Fy x ... x E, — F est dite p-linéaire si, en tout point, les p
applications partielles sont linéaires. On note f € L,(E1 X ... X Ep,, F).
On parle de forme p-linéaire sur £ si By = ... = B, = E et FF = K,
I'ensemble des formes p-linéaires sur F est noté L,(F,K).

Exemple 2. Sip1,...,p, sont dans L(E,K), application

Y EP — K
(x1,...,2p) — @1(x1) ... op(xp)
est dans L,(E,K).
Définition 3. Soit f € £,(E,K).

(i) f est dite alternée si f(xq, ...
les x; sont égaux.

,xp) = 0 dés que deux vecteurs parmi

(if) f est dite antisymétrique si ’échange de deux vecteurs dans la suite
(x1,...,zp) donne & f des valeurs opposées.

Remarque 4. Soit f € L,(E,K), f est antisymétrique si, et seulement
st, pour tout o € &, et pour tout (x1,...,zp) € EP, on a :

f(xg(l), e ,xg(p)) = 8(0’)f($1, SN ,a:p)

Théoréme 5. Soit f € L,(E,K). Si car(K) # 2, alors f est antisymé-
trique si, et seulement si, f est alternée.

Théoréme 6. L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un
K-espace vectoriel de dimension 1. De plus, si x; s’écrit (z15,...,%n, ;)
dans la base B, les formes n-linéaires alternées sur E sont les applications
qui sont de la forme :

L Tn) = A Z €(0)T1,6(1) -+ Tn,o(n), avec A € K

geS,

f(xh N

2) Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition 7. On appelle déterminant dans la base B 1'unique forme
n-linéaire alternée sur E prenant la valeur 1 sur la base B :

uxn) = Z E(U)xl,ﬂ(l) -« Ln,o(n)

cES,

det
g(:m,

(i) Soit f € L,(F,K), alors on a :
flay,. ... xn) = fleq,...

Proposition 8.

7en) dgt(xla s 7xn)

(i) Si B et B sont deux bases de E, alors :

det(x1,...,x,) = det B-det(z1,...,2,) et det Bdet B’ =1
B’ B B B B

Théoréme 9. Soient z1,...,z, € E, il y a équivalence entre :
(i) La famille (x4, ..
(ii) Pour toute base B de E, detp(z1,...,z,) = 0.

(#ii) Il existe une base B de E telle que detg(xq, . ..

., Ty) est lice.
,&n) = 0.

3) Déterminant d’un endomorphisme, d’une matrice

Définition 10. Soit f € L(E). Alors detg(f(e1),..., f(e,)) ne dépend
pas de la base choisie. On 'appelle déterminant de f et on le note det f.

Proposition 11. (i) Si f,g € L(E), det(f o g) = det(f) det(g).
(it) detIdg =1

(iii) Vf € L(E), f € Glo(E) & det f #£0, et on a det(f~1) = det(f) .

Définition 12. Soit A = (a; j)1<i,j<n € Mn(K). On appelle déterminant
de A le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la base canonique
de K", et on le note det A. On a :

a1,1 -t Qln
det A =

= Z €(J)Hai,a’(i) = Z g(J)Haa(i),i
i=1 i=1

an,l . e anyn ceS, ceS,

Exemple 13. (i) |24| =ad - be

(ii) Régle de Sarrus : =aei +bfg+ cdh — ceg — bdi — afh

oo

Q a.e

C
"
K2
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Proposition 14. (i) Si f € L(E) alors det f = det Matp(f).
(ii) Si A € M,(K), alors det A = det "A.

(ii) Si A, B € M,,(K), alors det(AB) = det(A) det(B).

(iv) Deux matrices semblables ont le méme déterminant.

IT Meéthodes de calcul

1) Se ramener au cas triangulaire

Proposition 15. On ne change pas la valeur du déterminant en ajou-
tant a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes, de méme
pour les lignes.

Proposition 16. Si A € M, (K) est triangulaire, alors det A est le pro-
duit des éléments diagonauzr de A.

Exemple17.‘5 %%‘:‘ ‘:1
—1-10

111
011

001

Proposition 18. Si M = ({ §) avec A € My(K), B € M(n) — p|K et
C € M(p),n — plK, alors det(M) = det(A) det(B).

2) Mineurs et cofacteurs

Définition 19. Soit A = (a;,j)1<i,j<n € Mn(K), pour tout (¢,7) on ap-
pelle mineur de I'élément a; ; le déterminant A; ; de la matrice obtenue
en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de la matrice A. Le
scalaire A; ; = (—1)"T7 A, ; s’appelle cofacteur de a; ;.

Proposition 20. Soit A = (a; ;)1<ij<n € Mn(K), alors on peut déve-
lopper le déterminant par rapport a :

(i) la j-iéme colonne : det A =37 a; jA; ;

(i) lai-ieme ligne : det A = 370 a; ;A;

Exemple 21. ‘

oo

23
g)f\zlxg%l:fl

Définition 22. Soit A € M,,(K), la matrice (A4; ;j)1<i,j<n des cofacteurs
est appellée comatrice de A et notée Com(A).
Proposition 23. Soit A € M, (K), alors :
A'Com(A) = "Com(A)A = det(A)I,
Exemple 24. Pour A= (2%) € GLy(K) , A~ = A (4. 0)

—C a

3) Déterminants particuliers

Application 25 (Déterminant de Vandermonde).

Soient ay,...,a, € K avec n > 2.
2 n—1
1 a1 a7 - a .
1 ay a% - ay”
Viai,...,an) = . = I (4 —a)
- | ishign
1 a, a; an”

Application 26 (Déterminant de Cauchy).

Soient a1,...,an,b1,...,b, € K tels que pour tout (i,7), a; +b; #0 :

L 1. 1

a1Tb1 alTbQ alTbn

atby  aztbe attn | 1licj(a; —ai)(b; —by)

A’ﬂ = . . R =

: : : [1;;(ai +b5)
1 1 1

az+bi  antbs  an+tbn

Application 27 (Déterminant circulant).

Sotent n € N*, w=en etay,...,a, € K.
a1 a9 e (o35
ap ai An—1 n .
| =]IPW) ot P(X) = a1 + as X + ... + an X"
: jaie
a2 a3 DY al

IIT Applications

1) Systémes linéaires

Application 28 (Cramer). Soit A € M, (K), b,X € R. Alors AX = B
admet une unique solution si, et seulement si, det A # 0. En notant A;
est la j-iéme colonne de A, les x; sont donnés par :

7Ai—1vaAi+1a"'
det A

. det(Al,... ,An)

Z;

. 2z — 5y + 2z
Exemple 29. Si{ = + 2y — 4z
3z — 4y — 6z

7
g , alors x =5,y =z = 1.
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2) Réduction des endomorphismes Lemme 40. Soient A,B € M,(R) symétriques définies positives dis-

tinctes, et o, 8 > 0 tels que o+ 8 =1, alors :

Définition 30. Soit A € M,,(K). On appelle polyndme caractéristique
de A lélément de K[X] défini par x4(X) = det(A — X1I,,). det(aA + BB) > det(A)™ det(B)?

Remarque 31. x4(0) =det A

Proposition 32. X\ est valeur propre de A ssi xa(A) = 0.

0 - 0 —ao

Proposition 33. | !

1 —an—1

Théoréme 34 (Cayley-Hamilton). Pour A € M, (K), xa(A) =0.

3) Matrice et déterminant de Gram

Application 41 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-
térieur non vide de R™, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

2

=x=(-1)" (X" + __ZO%X@') Développements

— Déterminant de Gram et inégalité de Hadamard (36,37,38) | ]
— Ellipsoide de John-Loewner (40,41) [ ]
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Définition 35. On appelle matrice de Gram de (x;)i1<ig<n la matrice
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Lemme 36. Le déterminant de Gram d’une famille de vecteurs est nul g Classi ],S’ Francinou, H. Glanella, et S. Nicolas. Orauz X-ENS Algcbre
. Cassini

si, et seulement si, elle est liée.

Théoréme 37. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie
n € N* muni d’une base (e;)1<ign- Alors, pour tout x € E, on a :

Gler,...,en, )

d F 2 — ) 9 )

(l‘, ) G(el,...,en)

Théoréme 38 (Hadamard). (i) Soient x1,...,x, des vecteurs de E.

Alors G(x1,...,x,) < [ H%HQ

(i) Soient x1,...,x, € C". Alors |det(x1,...,2n)| < [Tieq [|2ill,-
Dans les deux cas, on a égalité si, et seulement si, (T;)1<i<n €st orthogo-

nale ou 'un des vecteurs est nul.

4) Géométrie

Théoréme 39. Soientvy,...,v, € K", onnote Vol(vy,...,v,) le volume

du parallélépipede engendré par vy, ..

.y Un, alors :

Vol(vy,...,v,) = |det(vy,...,v,)]
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